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1. Définition d’une série statistique double

Lorsque 1’on s’intéresse 4 1’étude simultanée de deux caractéres d’une méme population, on

fait ce gue Pen appelle des statistiques & deux variables, =n Amdiant des séries statistiques
doubles.

Définition 1 : On considére une population d'effectif n, si on étudie deux caractéres X ot Y de
cette population, on dit que l'on étudie une série statistique double. Chaque individu de cette
population est désigné par un nombre compris enire 1 et n. A chaque individa i ( 1 i n)
correspond un couple (X; ; yi) , ou x; est la modalité du caractére X et y; est la modalité du
caréctére Y associé  l'individu i.

L’ensemble des couples (x; ; yi) définit une série statistique a deux variables.

2, Quelgues exemples

Exemple 1 : Le tableau ci-dessous donme, pour chaque viile, le nombre moyen d’hewres

d’ensoleillement dans I’annés, ainsi que la température moyenne :

Ville Casa | Rabat | Marrakech | Tétouan | Agadir | Nador | Guelmime
Ensoleillement | 2072 | 1729 | 2763 1574 | 1685 | 1833 | 2750
| Température | 194 18.8 24.2 12.5 138 1.7 284

e Popnistion - loz sept villes étudiées
e Caractere n°1 : nombre moyen d’heures d’ensoleillement dans la ville
o Caractére n°2 : température moyenne dans la ville

Exemple 2 : Le tableau ci-dessous permet de suivre I'évolution de I'espérance de vie 2 la

naissance (en années) au Maroc de 1990 4 1999 pour les femmes:

Année 90 |91 92 93 |94 95 |96 97 98 99

Espérance de Vie | 70.1 | 71.1 713 | 714 | 718 719 (720 [723 |[724 | 72.4

s Population : les femmes au Maroc
s Caractére n°]1 : ’année
e Caractére n°2 : I’espérance de vie
Définition 2 : Lorsque 'un des deux caracicres est une année, une date, on dit que la série

statistique double est une série chronologique.
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2. Mise en ordre de la série double
Elle consiste a organiser la éuite des couples (x;, yi) ; i=1,...,n de maniére a éviter la redondance.
Nous obtenons une nouvelle éuite de couples ((xi,, yj), nij); i=1,....,r; j=1,...,s avec le nombre
entier j; = nombre. de couples de 1a série double qui présentent la valeur Xi,, du caractere X et la

valeur yj, du caractéreY.

Ona:

b &
i1 Lt =3

X\Y I N Vs

X1 nll nlj nls
TX nﬂ nij nls

T nq : Hq ‘ _ nq
L .

Ce tabieau st appelé tableau de correspondance,

Si on remplace les effectifs Iy par les fréquences fijz 'nij/n pour i=1,....ret j=l,...,s; le
tableau obtenu est alors appelé tableau de correspondance.

Zz“;i et §=1 ,

3. Représentations de la série double

3.1 Représentation sraphique

Définition 3 : Si Pon appelle Xy, X3, ..., X, les 7 valeurs du premier caractére (on notera cette

série (x;)),et st 'on appelle yi, ¥2,..., Vo les n valeurs du second caractére (on notera cette série

4
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(v:)), alors on réprésente cette série statistique double par un nuage de points dans un repére du

plan, constitué des points M; de coordonnées (%;, y;)
Exzemple 3 : Chague mois, une entreprise consacre une somme a des opérations publicitaires. On

met en regard le montant des ventes chaque mois. Une étude portant sur 8 mois a dormé les

résultats suivants exprimés en millions de dirhams.

X=Frais do pub| 034 |0.3] 0,25 | 0.32 | 0.35] 0.2 0.18 | 6.3
VoVentes |36 (42|30 |40 145 |® |53 |4

NERBEEZ

Ventes
W%
h

8 0,05 .1 018 0.2 0,25 0.3
Frais de pub

Remargue 1
De la donnée de la série statistique double, on peut déduire les séries statistiquessimples

décrivant séparément les caractéres X et Y :

<5
g
£n

X=Frais de pub G,@S_ 0,2/0241025)0310,32:035
Effectifs (N B T B A I B

V=Ventes | 34 35|36 30| 40[ 41 [42]45
Thechs 11 |1 11 11 1111 (1|1

3.2 Représentation par tableaux
Nous avons deux types de tableaux :
a.- Tableau de Correspondance (voir ce qui précéde )
b.- Tableau de Contingence (voir ce qui précéde )
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Définition 4 : Soit la moyenrie de la série (xi), et la moyenne de la série (yi). Le point G de
coordonnées (x ; y) est appelé point moyen du nuage de points associé a cetie série statistique
double.

3.3.1 Séries Marginales

C’est une série 2 une dimension ol une seuie variable varie. Nous en zvons 4 types :
3.3.1.1 Série marginale de X (respectivement celle de ¥)

Obtenue en faisant la somme des effectifs ou des’ fréquences des lignes (respectivememnt des

colonnes) .

Ainsi I’ensemble des couples (x;” ; 13 oy fl) avec :

}::}___ﬂmgj =1n; & Neyfy =N { respectivement 35 =0y =1 .' gt Ypeqfu =1
définit la série marginale de X.

De méme Iensemble des couples (3 ;'n.j ou fj) avec :

L

Eim By = n; et Eimng=n (respectwemmtxg_lﬁ} ff et Xio fy=1)

définit 1a série marginaie de Y.

3.3.1.2 Série marginale Conditionnejle de X (réspecﬁvement celle Conditionnelle de )

Obtenue en fixant une colonne du tableau ; par exemple lorsqu’on fixe la valeur de Y 2

y;’ (colonnr n°j ).

Ainsi Pensemble des couples (x;" ; fi;) aves f“j ??' avec X fyy=1

o,

définit la série marginale Conditionnelle de X lorsque Y=y;’
Fy

De méme I’ensemble des couples (_y_," ; /1) avec : f}“ - f~. Qe Z;—'-i e = 1
La ’

définit la série marginale Conditionnelle de Y lorsque X= X;’

Remarque
il y a s série marginale de X sachant Y et r série marginale de Y sachant X.
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3.3.3 Indépendance Stochastique

Définition 5 : On dit que les caractéres X et Y sont indépendants si on a le r*s égalités :

’?’E_i(“ Re‘.‘V’j—_ »m S f;} fl.. f}l
Remarque ; En pratigue, i! est pius facile de prouver le coniraire !

4. Covariance d’une série statistique double

Définition 6 : On appelle covariance d'une série statistique double (X ; Y) ol les caractére X et
Y sont quantitatifs le nombre noté cov(X, Y) ou oy défini par :
. T
12 .

y C~ ¥y
AR S I
ﬂ;ﬁl

3 4

Ot X eof 7 soniles moyennes des séries stafisiiques simpiss.

[héeréme de Huvghens-Knig
Prepriété 1 : Soient @, B, o, §” des constantes réelles,, Uet V les caracteres statistiques définis
par: U=oX+Bet V=a’X+§". Clest-a-dire tels que pour tout i tel que 1 S 1 <m:
y=oxtletvi=ay+
Alors : Cov (U, V) = a.a'.Cov(X, Y)

S. Ajustement affine <

5.1 Principe

Soit (xi, yi) une série statistique double, avec un nuage de poxnts Mi (xi, yi) associé.

Lorsque les points du nuage paraissent presque alignés, on peut chercher une relation de la
forme y = ax + b qui exprime de fagon approchée les valeurs de la série (y 7) en fonction des
valeurs de la série (xi) , autrement dit, une fonction affine f'telle que 1’égalité y = f{x) s’ ajuste au
mieux avec les données.

Graphiquement, cela signifie qu’on cherche une droite qui passe au plus prés de tous les

points du nuage. Une telle relation permettrait notamment de faire des prévisions. Il existe de

nombreuses maniéres d’obtenir un ajustement affine satisfaisant.
4]
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5.2 Méthodes ,

5.2.1 Méthode « au jugé »

A vous de tracer une droite qui passe le plus prés possible de tous les points du nuage, si possible

en la faisant passer par le point moyen du nuage G. C’est peu précis, mais peut suffire dans

certains cas.

5.2.2 Méthode de Mayer
Etape 1 : On commence par « découper » la série statisﬁque double en deux sous-séries bien

distinctes, ¢’est-a-dire que 1’on découpe le nuage de points Mi (xi, yi) en deux sous-muages

impair, on peut mettre le point surmuméraire dans n’importe lequel des deux scus-nuages).

Ftape 2 : On calcule les coordonnées des deux points moyens G; et G, aséociés a ces deux sous-
nuages, et on place ces deux points sur le graphique.

Ktape 3 : On trace la droite (G1 (2), appelée droite de Mayer du nuage de points M (x;, y;), qu
doit passer par le point moyen G du nuage de points M; (x;, vi) .C’est cette droite qui constitue un

ajustement affine tout A fait acceptable pour la série double (x;, yy).

5.2.3 Méthede des moindres carrés

5.2.3.1 Principe
On considére un nuage de points M; (x;, yi) et seit (D) une droite d’équation y = ax + b que I’on

cherche a détermiiner.

Définition 7 : On appelle somme des résidus associée a la droite (D), le nombre réel S défini

par : '
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Définition 8 : On appelle méthode des moindres carrés la méthode qui consiste a rechercher les

coefficients a et b tels que la somme S soit minimale. Remarquons que S est une fonction des

deux variables 2 et 5.

o =

\,&\ L
B
S \ag . %L'\\n‘
. ) 3 O, i
ol 5\; o S
5.2.3.2 Détermination des coefficients
Théeréme 1 : Le nombre S est minimum pour '
cow{ A, ¥} Ty
T T e = e
|2 E.E } Ty =

5

b=F~a¥
Proposition 1 : La droite (D) d’équation v = ax+b ot a et b sont déterminés d’aprés théoréme 1,

est appelé droite de régression de Y en X et on dit qu’on a obtenu cette équation par la méthode

des moindres carrés.
Proposition 2 : La droite (D) d’équation : x=a’y+b’ avec :
gi= S0TLL TS gy
LT &y

}

[

d'=¥-a'y

est appelée droite de droite de régression de X en Y et on dit qu’on a obtenu cette équation par
la méthode des moindres carrés.
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Remarque : Les deux droites de régression de Y en X et-de X en Y passent toutes deux par le

point moyen de coordonnées (X ; y)

Cocfficiont de corrélation linéaire

Définition 9 : On appeiie coefficient de corrélation linéaire du couple (X, Y), le nombre réet,

noté r(X, ¥) tel que :

orsque la corrélation est forte (1 > %) les droites de régression sont trés proches

et le nuage peut étre approximeé par une droite.
@  lorsque la corrélation est faible, e nuage de poinis ne peut pas &ire ajusté par une

droite, mais il se peut qu’une autre cotirbe permette un bon ajustement.

7. A[‘ﬁstemen‘t Parabolique

On considére m muage ds points M (3, ;) et soit (P) une parabole d’équation y = ax’ + bx+c que

I’on cherche 3 déterminer.
Définition 7 : On appelle somme des résidus associée 2 la paraboie (P), le nombre réel S défini

par:
¥

—3 7%
5= (v: — (ax? + bx; + ¢))®
; “:1
SiP; désigne le point d’abscisses x; sur la parabole (P), ona:

10
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)

Ny
£t

=

4

ay,

M2

2=

if

Définiion 10 : On appelle méthode des moindres carrés la méthode qud consiste & rechercher
les coefficients a, b et ¢ tels que la somme § soit minimale. Remarquons que S est unie foaction de
L

irois variables g, b et c.

11
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SERIFE 2 : Séries Doubles

E:xEFcu:E/f
Le tableau suivant donme4a repanmon des saianes d'une entrepnse de batiment

selon le nombre d 'enfants & charge (X) et les salajres mensue_ls pergus (Y) en mitliers
ge dirhams.

| alaires mensuels Y . - 1-3 3 --6 5-9
W " ' |
1 . ' 4 . 8 ) i8
2 6 12 - 24.
3 3 - 8§ 12
4 2 4 8

1 - Donner la distribution marginale de la variable X.

2 - Donner la distribution conditionnelie de la variabie Y i iiée  la modame 4 de X.

3 - Que signifient les valeurs 16 et 3 soulignées dans le tableau .

4 - Vérifier de deux maniéres différentes que les deux vanables X et Y sont
indépendantes.
- Dites dans ce cas & quoi est égal e coefficient de corrélation lindaire r. (sans
le caiculer) et dites quelle est la position des deux qroitesde régression {sans -
les tracer). '

5 - Ca culer la variance marginale de V.

Exerci¢e 2 - e
L'observatlon des prix et des quantltes Sur un marche de la tomate a donné les résultats suivants :
Quantités x en kg 10 { 20 35 50 {70..190 110.| 130

Prix y au kg en Dhs 5 13,75 1275 1225 11,75 11,25 10,8 |05

1) Les deux caractéres X et V sont-ils linéairement corrélés 7 j Jjustifier votre réponse.

2) Donner la droite de Meyer en prenant G1 point moyen des 4 premiers points de la
série double et G2 point moyen des 4 demniers points de la série double. Prévoir le
prix d'un kg de tomates pour un achat de 140 kg.

3) Déterminer la droitc d'ajusiement linéaiie y = ax + b, qui permet d’expliquer le prix
au kg par la quantité achetée.

4) a. Calculer le coefficient de détermination r’et rappeler son signification
b. Prévoir le prix d'un kg de tomates pour un achat de 140 kg.

c. Commenter le résultat obtenu.
5) Chercher maintenant uni ajustement par une founction logarithme de la forme : y =
a.ln(x) + b.
A.- Calculer a et b par I’une des deux méthodes :
a.- En posant : u = In(x) on se raménera & un ajustement linéaire :
y=au+h. )
b.- Automatiquement par la calculatrice.
B.- a. Calculer le coefficient de corrélation entre U et Y
b. Calculer le coefficient de détermination.
c. Prévoir le prix au kg pour un achat de 140 kg.
6) Indiquer lequel de ces trois ajustements vous semble le plus judicieux (on
justifiera la réponse).

A nhan—a -
- .. s
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SERIFE 2 : Séries Doubles

E&EFC!CE4
Le tableau suivant donmea repart:’non des salanes d’une entrepnse de batiment

selon le nombre d' enfants a charge (X) et les salaires mensuels pergus (Y) en mitliers
ge dirhams.

‘ alairgs mensuels Y| 1-3 3--5 5.9
W ’ ' |
1 ‘ ' 4 N : 16
2 6 12 - 24
3 3. 6 |, 12
4 2 4 . 8

1 - Donner la distribution marginale de la variable X.

2 - Donner la distribution conditionnelle de la variable Y iiée 4 la modalne 4de X.

3 - Que signifient les valeurs 16 et 3 soulignées dans le tableau .

4 - Vérifier de deux maniéres différentes que les deux vanables X et Y sont
indépendantes.
- Dites dans ce €as a quoi est égalle coefii aem de corrélation linéaire r. (sans
le calculer) et dites quelle est la position des deux dror_tes-de régression (sans -
les tracer). '

5- Ca!cu!er la variance marg.‘na!e de Y.

Exercice 2 - e
L'observatxon des prix et des quarmtes sur un marche de la tomate a donné les résultats suivants :
Quantités x en kg 10 | 20 35 50 {70190 110 | 130

Prix y au kg en Dhs 5 1375 1275 225 | 1,75 | 1,25 [ 0,8 |05

1) Les deux caractéres X et Y sont-ils linéairement corrélés ? justifier votre réponse.

2) Donner la droite de Meyer en prenant G1 point moyen des 4 premiers points de la
série double et G2 point moyen des 4 derniers points de la série double. Prévoir le
prix d'un kg de tomates pour un achat de 140 kg. '

3) Déterminer la droitc d'ajustement linéaire ¥y = ax + b, qui permet d’expliquer le prix
au kg par la quantité achetee

4) a. Calculer le coefficient de détermination r’et rappeler son signification
b. Prévoir le prix d'un kg de tomates pour un achat de 140 kg.

c. Commenter le résultat obtenu.
5) Chercher maintenant uni ajustement par une foonction logarithme de la forme : y =
a.ln(x) + b.
A.- Calculer a et b par I’une des deux méthodes :
a.- En posant : u = In(x) on se raménera 2 un aJustement linéaire :
y=aau+h.
b.- Automatiquement par la calculatrice.
B.- a. Calculer le coefficient de corrélation entre U et Y
b. Calculer le coefficient de détermination.
c. Prévoir le prix au kg pour un achat de 140 kg.
6) Indiquer lequel de ces trois ajustements vous semble le plus judicieux (on’
justifiera la réponse).

” s vara—- -——--



EXERCICE

1. exploitation fruiticole A. BRICOT doit faire face, au?( /fnouvelles réglementations administratives qui
pc.;mettent Péligibilité aux aides au secteur primaire.

Dans ce cadre, I’administration vient de demander a A. BRICOT d établir un rél&Vé statistique des ses s arbres
fruitiers, reprenant 1'dge de I’arbre (en années accomplies) Y et sa hanteur mesurée en centimétres X. Il est &
noter qu’aucun arbre de plus de 10 ans et de moins de 3 ans ne peut enter en ligne de compte pour I’obtention
des aides. Les arbres dont il sera question infra sont ceux reconnus par 1’administration.

Le fonnulaire administratif complété se présente comme suit

Nombre d’arbres de I'expleitation A. BRICOT
Age (en années accomplies)

_ 1347 [ [5-6[ | [7-8[ | [9-10[
{50 - 1607 40 19 3 G
[100- 150{ | 23 52 8
[150-200[| 5 6 24
[200-300[| 0 19 6

(sUID)
monepy

N~ =

L’administration vous demande :

AW

hadiel

L’age de la moitié de tous vos arbres. Que signifie la valeur obtenue ?
La hauteur moyenne de tous vos arbres. Que signifie la valeur obtenue ?
La classe modale de la hauteur de tous vos arbres. JQue signifie la valeur obtenue ?
La distribution des fréquences de la hauteur de I’arbre conditionnelle 4 lIa classe d’4ge 7-8
ans.
L’age moyen des arhires conditionnel 4 une hauteur plus grande que 1 métre et jusqu’a ety
compris 2 métres. '
Les variables X et Y|sont-elles corrélées ? Justifier votre réponse en déterminant
a.- L.d covariance des deux variables. '
b.- Le coefficient de corrélation linéaire.
La liaison linéaire est-elle justifiée ? Justifier votre réponse.
Prévoir la valeur de Y quand X vaut 325 avec le modele linéaire.



